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In this paper, the general Riccati equation is analytically solved by a new transformation. 
By the method developed, looking at the transformed equation, whether or not an explicit 
solution can be obtained is readily determined. Since the present method doesn’t require a proper 
solution for the general solution, it is especially suitable for equations whose proper solutions 
cannot be seen at a first glance. Since the transformed second order linear equation obtained by 
the present transformation has the simplest form it can have, it is immediately seen whether or 
not the original equation can be solved analytically. The present method is also applied to the 
analytical solution of second order homogeneous differential equations with variable coefficients. 





 Bu çalışmada yeni bir dönüşüm yöntemi kullanılarak  genel Riccati diferansiyel denklemi 
analitik olarak çözülmektedir.  Geliştirilen yöntem sayesinde dönüşmüş denklemin yapısına 
bakılarak esas denklemin analitik olarak çözülüp çözülemeyeceği hemen belirlenebilmektedir. 
Yeni yöntem genel denklemin özel bir çözümünü gerektirmediğinden, özel çözümü ilk bakışta 
görülemeyen denklemler için özellikle uygundur. Dönüşmüş formdaki ikinci mertebe adi 
diferansiyel denklem olabilecek en basit forma sahip olduğu için esas denklemin analitik olarak 
çözülüp çözülemeyeceği hemen görülebilmektedir. Yeni yöntem kullanılarak bazı ikinci mertebe 
değişken katsayılı homojen diferansiyel denklemlerin analitik çözümleri de verilmektedir. 









+ 𝑃(𝑥)𝑦 + 𝑄(𝑥)𝑦2 − 𝑅(𝑥) = 0 (1) 
 
şeklinde tanımlıdır. Burada 𝑃(𝑥), 𝑄(𝑥) ve 𝑅(𝑥) ler x’in keyfi fonksiyonlarıdır. Bu denkleme 
analitik mekanikte, kozmolojide, mühendislik alanında ve diğer uygulama alanlarında çok sık 
A3-2 
 
rastlanılmaktadır. Bu nedenle, 𝑃(𝑥), 𝑄(𝑥) ve 𝑅(𝑥) lerin yapısına bağlı olarak çok sayıda çözüm 
yöntemi geliştirilmeye çalışılınmıştır [1,2,3,4,5,6,7,8,9.10,11,12].  
Eğer R(𝑥)  =  0 ise, o taktirde  𝑦 = 1 𝑧⁄  dönüşümü (1) denklemini çözülebilir birinci 
mertebe bir diferansiyel denkleme indirmektedir.  Bu haldeki denklem Bernoulli denklemi olarak 
bilinmektedir. 𝑅(𝑥)  ≠  0 olduğu hal için literatürde bir kaç yöntem bulunmaktadır 
[1,2,3,5,6,7,8,9,10,11,12].  
 
Gayri-homojen halde klasik Riccati denklemi  ?̅? = 𝑦0 + 1 𝑦⁄   dönüşümü yapılarak 
çözülmektedir. Burada  𝑦0  denklemi sağlayan özel bir çözümdür.  Ancak, her zaman denklemin 
özel bir çözümünü bulmak mümkün değildir. Bu sebeple, bu yöntem ancak kurgusal 
problemlerin çözümü için anlamlı olabilir. Fiziksel olayların matematiksel modellenmesi sonucu 
elde edilen denklemin özel çözümünü görmek hemen hemen imkansızdır.  
 
Çözüme yönelik diğer girişimler arasında  Rao ve  Allen-Stein dönüşümlerinden 
bahsedebiliriz[1,9]. Bu iki yöntemdeki temel fikir ana denklemi ayrıştırılabilir ve dolayısıyla 
integre edilebilir forma getirmektedir [1,7,9]. Bununla birlikte integre edilebilirlik şartı 
denklemin katsayıları arasında özel bir bağıntının olmasını şart koştuğu için bu yöntemler genel 
ve uygulanabilir olmaktan uzaktırlar.   
 
Harko, Lobo ve Mak; Riccati denklemin çözümü araştırdılar ve kısıt içeren bir yöntem ortaya 
koydular. Bu yöntem de pratik olarak uygulanabilir değildir[2].  Yöntem denklemin katsayıları 
arasında özel şartları zorunlu kıldığı için genel bir çözüm yöntemi söz konusu değildir. Sugai 
yeni bir dönüşüm vasıtasıyla Riccati denklemini ikinci mertebeden yeni bir diferansiyel denkleme 
dönüştürdü. Dönüşmüş denklem çok daha karmaşık ve çoğu hallerde çözülemez olduğundan, bu 
yöntem de genel ve uygulanabilir değildir[12]. Rao ve Ukidave; Riccati denklemini sınırlı şartlar 
altında ayrıştırılabilir forma indirgedi [10]. Bu çalışmanın mühendislik uygulamaları açısından 




Riccati denkleminin integre edilebilirlik durumu Mak and Harko tarafından tekrar ele alınmış 
ve analitik çözüm için yeni bir yöntem verilmiştir[5]. Mortici sabitlerin değişimi yöntemini 
önermiş ve denklemi ayrıştırılabilir hale getirmeye çalışmıştır. Bu yöntem de çözüm üzerine 
birçok sınırlama yüklemektedir. O nedenle, genel bir yöntem değildir[6]. 
Bütün bu yöntemler incelendiğinde analitik çözümün açık, kapalı ya da kuvvet serileri 
formunda elde edilip edilemeyeceği ortaya koyacak genel bir yöntemin olmadığını görmekteyiz. 
Yeni yöntem 𝑃(𝑥), 𝑄(𝑥) ve 𝑅(𝑥) ler üzerinde hiç bir kısıt olmadan denklemin çözümünü 
verirken bu soruların cevaplarını da bulmaktadır.  
 
 
1.1. Özel Tip Riccati Denklemi  
 
(1) denklemini çözmek için  
 
?̅? = 𝑓(𝑥)𝑒∫ 𝑔(𝑥)𝑦(𝑥)𝑑𝑥 (2) 
 
 
                 20. ULUSAL MEKANİK KONGRESİ 





şeklinde yeni bir dönüşüm önerelim. Burada  f(𝑥) , 𝑔(𝑥) fonksiyonları uygun bir şekilde 
belirlenecek olan fonksiyonlardır. (2) denkleminin her iki tarafını iki kez üst üste türetelim: 
 
?̅?′ = (𝑓′ + 𝑓𝑔𝑦)𝑒∫ 𝑔(𝑥)𝑦(𝑥)𝑑𝑥 (3) 
ve 
 
?̅?′′ = (𝑓𝑔𝑦′ + 2𝑓′𝑔𝑦 + 𝑓𝑔′𝑦 + 𝑓𝑔2𝑦2 + 𝑓′′)𝑒∫ 𝑔(𝑥)𝑦(𝑥)𝑑𝑥 (4) 
 














?̅?′′𝑒− ∫ 𝑔(𝑥)𝑦(𝑥)𝑑𝑥 (5) 
 
olarak düzenlenebilir. (5) denkleminin sağ tarafının Riccati denklemi tipinde olduğuna dikkat 








] = 𝑃(𝑥) (6a) 
 




= −𝑅(𝑥) (6c) 
 








] 𝑦 + 𝑔𝑦2 +
𝑓′′
𝑓𝑔
= 0 (7) 
 
formunda bir denklemi çözmek istiyorsak, o taktirde, (5) denklemi gereği, ilk etapta  
 
?̅?′′ = 0 →  ?̅? = 𝑎𝑥 + 𝑏 (8) 
 
kabul edebiliriz.  𝑓 ve 𝑔 fonksiyonları (6) denklemleri sağlanacak şekilde belirleneceklerdir. 












elde ederiz. Basit tipteki Riccati denklemi halinde çözümün çok basit şekilde elde edilebildiğine 
dikkat edelim. Diğer bir ifadeyle ikinci mertebeden karmaşık ,değişken katsayılı bir diferansiyel 
denklemin çözümü yapılmadan doğrudan (8) ve (9) denklemlerinden elde edilmektedir. 




 Örnek 1: Öncelikle en basit formdaki sabit katsayılı 
 
𝑦′ + 2𝑦 + 𝑦2 + 1 = 0 (10) 
 
Riccati diferansiyel denklemini çözmeye çalışalım. Bu denklem doğrudan integre edilerek te 








] = 2 (11a) 
 




= 1 (11c) 
 
elde edilir.  (11a) denkleminde 𝑔 = 1 yerleştirip denklem çözülerek  
 
𝑓 = 𝑐𝑒𝑥 (12) 
 

























− 1 ,      𝑐̅ = 𝑏/𝑎 (14) 
 
elde ederiz. (14) denkleminin (10) denklemini sağladığı görülebilir.  
 
 Örnek 2 : Şimdi değişken katsayılı 
 






= 0 (15) 
 









] = 5𝑥 (16a) 
 
𝑔 = 1 (16b) 
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𝑥,      𝑐̅ = 𝑏/𝑎 (19) 
 
buluruz. (19) denklemi (15) denklemini analitik çözümüdür.  
 
 Örnek 3:  Aşağıdaki biraz daha karmaşık formdaki denklemi çözmek isteyelim. 
 






+ 1 = 0 (20) 
 








] = 2𝑥 (21a) 
 










+ 1 (21c) 
 







2  (22) 
 



































      𝑐̅ = 𝑏/𝑎 (24) 
 
 
elde ederiz.  Yukarıdaki örneklerin her birinde  ?̅?(𝑥) = 𝑓′′ 𝑓𝑔⁄   şartının doğrudan sağlandığı 

















denklemleri aynı anda sağlanacak şekilde belirlenmesi gerekecekti. Oysa, (25a) ve (25c) 
denklemleri aynı anda sağlanacak şekilde  𝑓(𝑥) fonksiyonu her zaman bulabilmek mümkün 
değildir. Bu durumu açıklamak üzere aşağıdaki örneği ele alalım. 
 
 Örnek 4:  
 
𝑦′ + 𝛼𝑥2𝑦 + 𝛽𝑥𝑦2 + ?̅?(𝑥) = 0 (26) 
 








] = 𝛼𝑥2 (27a) 
 
𝑔 = 𝛽𝑥 (27b) 
 






6  (28) 
 
















elde ederiz. Bilahare, yeni yöntem (29) ile verilen şart sağlandığı sürece çözüm verebilmektedir. 
Bu halde (24) denklemi  
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= 0 (30) 
 
 



































      𝑐̅ = 𝑏/𝑎 (32) 
 
şeklinde olacağı kolaylıkla gösterilebilir.  
 
1.2. Genel Tip Riccati Denklemi  
 
 (2) dönüşümü (1) denklemindeki 𝑄(𝑥) teriminin serbest seçimini önlemektedir. O nedenle, 
yöntem ancak özel tipteki Riccati denklemlerinin çözümü için uygun olabilir.  Şimdi keyfi 𝑃(𝑥), 
𝑄(𝑥) ve 𝑅(𝑥) leri içeren genel tipteki bir Riccati denklemini çözmek için bu kısıtı kaldırmak 
istiyoruz. Yine  
 
?̅? = 𝑓(𝑥)𝑒∫ 𝑔(𝑥)𝑦(𝑥)𝑑𝑥 (33) 
 
dönüşümünü ele alalım. (33) denklemini iki kez türeterek  
 
 




?̅?′′ = (𝑓𝑔𝑦′ + 2𝑓′𝑔𝑦 + 𝑓𝑔′𝑦 + 𝑓𝑔2𝑦2 + 𝑓′′)𝑒∫ 𝑔(𝑥)𝑦(𝑥)𝑑𝑥 (35) 
 














?̅?′′𝑒− ∫ 𝑔(𝑥)𝑦(𝑥)𝑑𝑥 (36) 
 











] 𝑦 + 𝑔𝑦2 +
𝑓′′
𝑓𝑔
= 𝑆(𝑥) (37) 
 
 
formundaki bir denklemin çözümünü aradığımızı düşünelim. Burada 𝑆(𝑥)  belirlenmesi gerekli 
bir sabittir. Bilahare,  (36) denklemi 
 
?̅?′′ = 𝑓𝑔𝑆(𝑥)𝑒∫ 𝑔(𝑥)𝑦(𝑥)𝑑𝑥 (38) 
 
Verir. Ancak, (33) denklemi gereği 
 
?̅?′′ = 𝑔𝑆(𝑥)(?̅?) (39) 
 
yazabiliriz. ?̅?  değişkenini  𝑢(𝑥) ile değiştirerek   
 
𝑢′′ − 𝑔𝑆𝑢 = 0 (40) 
 
elde ederiz (40) denklemi genel çözümü kuvvet serileri şeklinde elde edilebilen ikinci mertebe 
lineer bir adi diferansiyel denklemdir.  Ancak, eğer  𝑔𝑆 terimi bir sabit ise ya da (40) denkleminin 
analitik çözümünü bulabileceğimiz bir ifade ise, ancak o zaman 𝑢 ya da  𝑦 nin açık formu daima 
bulunabilir.  
 
Şimdi dikkatlerimizi (40) denklemine çevirmeliyiz. Bu sonuca göre (33) ile verilen 
dönüşümün esas avantajlarından birinin denklemi doğrudan doğruya lineer ve en basit formdaki 
(40) denklemin dönüştürmesi olduğunu görmekteyiz.  Gerçekten de (40) denklemi olabilecek en 
basit formdur. Bu form bize (37) denkleminin çözülebilir olup olmadığını hemen söylemektedir. 












olarak verir. (41) denklemi integre edilecek herhangi bir terim içermediği için 𝑦(𝑥)  çözümünü 
açık formda bulmada herhangi bir sorun bulunmamaktadır.  
 
 Örnek 5: İlk örnek olarak  
 
𝑦′ + 2𝑥𝑦 − 𝑦2 − (1 + 𝑥2) = 0 (42) 
 
denklemini ele alalım. (42) ve (37)  denklemlerini mukayese ederek  
 








] = 2𝑥 (43b) 
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= −(1 + 𝑥2)  ,     𝑆(𝑥) = 0 (43c) 
 
 
buluruz. (43a) ve (43b) denklemlerinin ortak çözümü 𝑓 = 𝑐𝑒𝑥
2 2⁄  (𝑐=sabit) verir ve  𝑓′′ 𝑓𝑔⁄  nin 
doğrudan 𝑅(𝑥)  terimine eşit olduğunu görebiliriz.  Şu halde, 𝑆(𝑥) sıfır olarak alınabilir. Bu ise  
?̅?′′ = 0 olması demektir.  ?̅? nın çözümü  ?̅? = 𝑎𝑥 + 𝑏 ile verilir.  Bu sonucu ters dönüşümde 
yerine koyarak birkaç işlem neticesinde  
 
𝑦 = 𝑥 −
1
𝑥 + 𝑐̅
     (𝑐̅ = sabit) (44) 
 
elde ederiz. (44) sonucunun (42) denklemini sağladığı görülebilir.  
 
 Örnek  6:  
 
𝑦′ + 8𝑥𝑦 + 4𝑦2 + 4𝑥2 − 3 = 0 (45) 
 
denkleminin çözümünü arayalım.(37) ve (45)  denklemlerinden  
 








] = 8𝑥 (46b) 
 
elde ederiz. (46a) ve (46b) denklemlerin ortak çözümü  𝑓 = 𝑐𝑒2𝑥
2




= 4𝑥2 + 1  ,     𝑆(𝑥) = 4 (47) 
 
verir. Dönüşmüş denklem bu halde  
 
𝑢′′ − 16𝑢 = 0 (48) 
 
formunu alır. (48) denklemin karakteristik denklemi  
 
𝑚2 − 16 = 0 (49) 
 




































− 𝑥 (52) 
 





− 𝑥   ,   (𝑐̅ = 𝑐2 𝑐1⁄ ) (53) 
 
olduğu gerçeklenebilir.  u‘nun çözümü olarak 𝑐1𝑒
4𝑥  aldığımızda  𝑦𝑝 = 1 − 𝑥 özel çözümünü 
elde ederiz. İlaveten, sadece  𝑐2𝑒
−4𝑥  aldığımızda (44) denkleminin özel çözümünü 𝑦𝑝 = −1 − 𝑥 
olarak elde ederiz.  Gerçekten de bu çözümlerin (45) denkleminin özel çözümleri olduklarını 
gösterebiliriz.  Şu halde, sunulan yöntem Riccati denkleminin özel çözümlerini de vermektedir.  
İstenildiğinde genel çözümün elde edilmesinde bu noktadan meşhur  𝑦 = 𝑆̅(𝑥) + 1 𝑥⁄   dönüşümü 
de kullanılabilir. Burada 𝑆̅(𝑥) özel çözümdür.  
 
 Örnek 7:  Aşağıdaki diferansiyel denklemi çözmeye çalışalım.  
 






𝑦2 − 𝑥2 + 4𝑥 = 0 (54) 
 
Bu denklemin özel çözümünün hemen görülemediğine dikkat edelim. O sebeple, bilinen klasik 
























= 4𝑥 (56) 




− 𝑆(𝑥) = −𝑥2 + 4𝑥  ⟹   4𝑥 − 𝑆(𝑥) = −𝑥2 + 4𝑥 ⟹  𝑆(𝑥) = 𝑥2 (57) 
 
olarak elde ederiz. Buna göre (40) denklemi  
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𝑢′′ − 𝑥𝑢 = 0 (58) 
 
formunu alır. (58) denklemi Airy denklemidir ve çözümü  
 
?̅? = 𝑢 = 𝑐1𝐴𝑖𝑟𝑦𝐴𝑖(𝑥) + 𝑐2𝐴𝑖𝑟𝑦𝐵𝑖(𝑥) (59) 
 
ile verilir. Burada  𝐴𝑖𝑟𝑦𝐴𝑖(𝑥) ve 𝐴𝑖𝑟𝑦𝐵𝑖(𝑥) fonksiyonları  
 
𝐴𝑖𝑟𝑦𝐴𝑖(𝑥) = 1 + ∑
𝑥3𝑛
2.3.5.6 … (3𝑛 − 3). (3𝑛 − 1). 3𝑛
∞
𝑛=1
 ,    𝐴𝑖𝑟𝑦𝐵𝑖(𝑥)
= 𝑥 + ∑
𝑥3𝑛+1










2.3.5.6 … (3𝑛 − 3). (3𝑛 − 1)
∞
𝑛=1
 ,    (𝐴𝑖𝑟𝑦𝐵𝑖(𝑥))′
= 1 + ∑
𝑥3𝑛















− 2) (62) 
 
elde ederiz. Burada  𝑐 bir sabittir.  
 





𝑦 − 𝛼𝑦2 −
𝛾
𝑥2
= 0 (63) 
 
 
denklemini ele alalım. (37) ve (63) denklemlerini mukayese ederek  
 
























   (64c) 
 





− 𝑆(𝑥) = −
𝛾
2

















  (66) 
 
 
olarak buluruz. (40) denklemini kullanarak aşağıdaki dönüşmüş denklemi elde ederiz.  
 






 𝑢 = 0 (67) 
 
𝑢′′ + (





 𝑢 = 0 (68) 
 
Bu noktadan sonra aşağıdaki halleri düşünelim: 
  
 Hal 1:  4𝛾𝛼 = (𝛽2 + 2𝛽)  kabul edecek olursak, bu haldeki dönüşmüş denklem  
 
𝑢′′ = 0 (69) 
 





























      𝑐̅ = 𝑏/𝑎 (71) 
verir.  
 




=sabit  koyabiliriz. Bu haldeki dönüşmüş denklem  
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 𝑢 = 0 (72) 
 








 𝑢 = 0  (73) 
 
genel formuna sahip Euler-Cauchy  denkleminin özel halidir. Bu denklem  
 
𝑌′′ + (𝐴 − 1)𝑌′ + 𝐵𝑌 = 0   ,     (𝐴 = 0 , 𝐵 = 𝑘) (74) 
 
şeklinde sabit katsayılı lineer bir denkleme dönüştürülebilir. (74) ün karakteristik denklemi  
 
𝑚2 − 𝑚 + 𝑘 = 0 (75) 
 
şeklindedir. Kökler  𝑚1 ve 𝑚2 olsun.  𝑚1 ve 𝑚2 kökleri  reel, kompleks ya da katlı olabilir. 
Çözüm formu köklerin tiplerine bağlıdır.  
 





























































)      𝑐̅ = 𝑐2 𝑐1⁄  (79) 
olarak elde edilir.  
Hal b: Eğer  (1 − 4𝑘) = 0 ise,  𝑚1 = 𝑚2 = 𝑚 ,  𝑚 ∈ ℝ dır. Katlı kök 𝑚 =
1
2
  dır.  
 






𝑚 ln 𝑥 (80) 
 






























𝑚−1(1 + 𝑚 ln 𝑥)














+ 𝛽)        𝑚 = 1 2⁄  𝑎𝑛𝑑 𝑐̅ = 𝑐1 𝑐2⁄  (83) 
 








𝑥(𝛼𝑐̅ + 𝛼 ln 𝑥)
  (84) 
 
olarak ta yazabiliriz. (84) denklemi ile verilen sonucun  Mortici [6] tarafından verilen çözümün 
aynısı olduğuna dikkat edilmelidir.  
 
Hal c : 𝑚1, 𝑚2 ∉ ℝ , 𝑚1 = 𝑎 + 𝑏𝑖  𝑣𝑒  𝑚2 = 𝑎 − 𝑏𝑖 olsun. Burada 𝑖 = √−1 dır.  Bu 
halde 𝑢(𝑥) çözümü 
 
𝑢 = 𝑒−𝑎𝑥(𝑐1 cos 𝑏𝑥 + 𝑐2 sin 𝑏𝑥) (85) 
 


























(𝑏𝑐̅ − 𝑎) cos 𝑏𝑥 − (𝑎𝑐̅ + 𝑏) sin 𝑏𝑥








şeklinde edilir.  
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 Örnek 9: ‘Füzenin Hareketi ’   
  
 Kütlesi değişen ve hava direncine maruz bir füzenin hareketini incelemek isteyelim. 
Yüksek hızda seyreden bir füze üzerine hızın karesi ile orantılı bir direnç kuvveti gelir : 𝐹𝑑 =
𝑐𝑑𝑣
2. Burada  𝑐𝑑 direnç katsayısıdır. Füze motorunun itme kuvveti 𝐹𝑡 olsun. Yatay seyir 





⇒ 𝐹𝑡 − 𝐹𝑑 =
𝑑(𝑚𝑣)
𝑑𝑡
    (88) 
 













= 0      (89) 
 
 


























elde edilir.  (90a) denklemi (90b) de yerine konularak  𝑓 = 𝑐 =sabit elde edilir. Bu sonuç ile 
(90c) denklemine müracaat ederek  𝑆(𝑡) = 𝐹𝑡/𝑚 buluruz. S(t) ve g fonksiyonlarını  (40) 










) 𝑢 = 0      (91) 
  
Füzenin başlangıç kütlesinin M  olduğunu ve yakıtı a (kg/s) oranında tükettiğini kabul edelim.  
Buna göre herhangi bir andaki kütle   𝑚(𝑡) = 𝑀 − 𝑎𝑡  olacaktır. Buradan ?̇? = −𝑎, ?̈? = 0  elde 







) 𝑢 = 0     (92) 
 
 




𝑢 = 𝑐1(𝑀 − 𝑎𝑡)
𝑎+√𝑎2+4𝐹𝑡𝑐𝑑
2𝑎 + 𝑐2(𝑀 − 𝑎𝑡)
𝑎−√𝑎2+4𝐹𝑡𝑐𝑑
2𝑎    (92) 
 
 















)   (93) 
 
















)     (94) 
 
 
buluruz.    
 
 
∈= 𝑘2 − 𝑘1 =
√𝑎2+4𝐹𝑡𝑐𝑑
𝑎









, ∅(𝑡) = (
(𝑀−𝑎𝑡)
𝑀
)   (95) 
 








− 𝑘2)      (96) 
 
basit formuna indirger. Konum fonksiyonu (96) denkleminin integrasyonudur. Sonuçları 
Tomahawk füzesinin verilerini kullanarak değerlendirelim.  Füzenin ilk ağırlığı 1440  kg olup, 
yakıt 0.056 kg/s oranında tüketilmektedir. cd=0.04 dır. Kalkıştan sonra sabitlenen füze itme 
kuvveti 2400 N dur. 75 dak. havada duran füzenin maksimum hızını ve uçuş menzilini bulmak 
isteyelim. Verilen değerler halinde   ∈= −349.9285, 𝛽 = −1.0057, ∅(𝑡) = 0.825 ( t=75 dak. 
anındaki değer) bulunur. Bu değerleri (96) denkleminde kullanarak v=882.94 km/h elde ederiz. 
Bu değer füze için öngörülen 890 km/h  değerine çok yakındır. (96) denklemi sayısal olarak 
integre edilerek menzil R=1085 km olarak bulunur. Yine bu değer de füze için öngörülen 1104 
km değerine çok yakındır.  
 
1.3. İkinci Mertebe Değişken Katsayılı Homojen Denklemlere Uygulama  
 
 
 İkinci mertebe diferansiyel denklemlerin Riccati denklemine dönüştürülebildiği 
bilinmektedir. Riccati denkleminin genel çözümü bilinmediği için bu yöntem çok başarılı 
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değildir. Ancak, Pala ve Ertas [8] tarafından önerilen yöntem kullanılarak ikinci mertebe 
değişken katsayılı homojen denklemlerin önemli bir kısmı çözülebilir.   
  𝑦 = 𝑒∫ 𝑣𝑑𝑥 dönüşümü altında   
𝑦′′ + 𝑃(𝑥)𝑦′ + 𝑄(𝑥)𝑦 = 0     (97) 
homojen denklemi  
𝑣′ + 𝑃(𝑥)𝑣 + 𝑣2 = −𝑄(𝑥)     (98)  
Riccati denklemine dönüştürülebilir. (2) dönüşümü yardımıyla  
𝑦′ + 𝑃(𝑥)𝑦 + 𝑄𝑦2 = 𝑅(𝑥)     (99) 













?̅?′′𝑒− ∫ 𝑔𝑦𝑑𝑥   (100) 
ifadesine dönüştürülebildiğini biliyoruz. Burada  f, g ve ?̅? ler belirlenmeleri gerekli 







] = 𝑃(𝑥),     (101a) 
𝑔(𝑥) = 𝑄(𝑥),      (101b) 
𝑓′′
𝑓𝑔








] 𝑦 + 𝑔𝑦2 +
𝑓′′
𝑓𝑔
= 0     (102) 
formundaki bir denklemin çözümünü aradığımız için ilk etapta   
?̅?′′ = 0 → ?̅? = 𝑎𝑥 + 𝑏     (103) 
kabul edebiliriz. f ve g fonksiyonları (101) denklemleri  sağlanacak şekilde bulunacaklardır.  (41) 
ters dönüşümü ile denklemin çözümü elde edilir.  
 Örnek 10:   






) 𝑦 = 0      (104) 
denklemini çözmek isteyelim. 𝑦 = 𝑒∫ 𝑣𝑑𝑥 dönüşümü (104) denklemini  






) = 0      (105) 







] = 5𝑥,     (106) 
A3-18 
 









)      (108) 











𝑥) ,            𝑐 = sabit   (109)      
verir. Son olarak 𝑦 = 𝑒∫ 𝑣𝑑𝑥  dönüşümünü hatırlayarak  




𝑥2 ,          𝑐, 𝑐2 =sabitler                (110) 
elde ederiz.  
 Örnek 11:      
 𝑦′′ + 8𝑥𝑦′ + (16𝑥2 + 4)𝑦 = 0      (111) 
denklemini çözmek isteyelim. 𝑦 = 𝑒∫ 𝑣𝑑𝑥  dönüşümü (111) denklemini  
𝑣′ + 8𝑥𝑣 + 𝑣2 + (16𝑥2 + 4) = 0      (112) 







] = 8𝑥,     (113a) 
𝑔(𝑥) = 1,      (113b) 
𝑓′′
𝑓𝑔
= (16𝑥2 + 4)     (113c) 
bulunur. (113) denklemlerinin ilki  𝑓 = 𝑐𝑒2𝑥
2
 verir. (113c) denklemi kendiliğinden 




− 4𝑥) ,            𝑐 = sabit           (114)      
elde ederiz. Son olarak 𝑦 = 𝑒∫ 𝑣𝑑𝑥  dönüşümünü hatırlayarak   
𝑦 = 𝑐2(𝑥 + 𝑐)𝑒
−2𝑥2 ,          𝑐, 𝑐2  =sabitler                 (115) 
elde ederiz.  
 
 
SONUÇLAR VE TARTIŞMA 
 
Bu çalışmada yeni bir dönüşüm yardımıyla Riccati denkleminin analitik çözümünü 
inceledik. İki ayrı yöntem sunuldu. İlk yöntemde özel tipteki denklemler halinde çözüm doğrudan 
elde edilirken ikinci yöntem de en genel forma sahip Riccati denklemi aynı dönüşüm yardımıyla 
ikinci mertebeden en basit forma sahip lineer bir denkleme dönüştürülmüş ve bu denklemin 
çözümleri de araştırılmıştır. Elde edilen denklemde  𝑔𝑆 nin formuna bakarak çözümün açık ya da 
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kapalı formda elde edilip edilemeyeceği görülebilmektedir.  Yeni yöntem denklemlerin özel 
çözümlerini elde etmenin yollarını sunduğu için bilinen klasik yöntemin genel bir yönteme 
dönüşmesine de imkan tanımaktadır. Son olarak yöntem ikinci mertebe değişken katsayılı 
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